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ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន ចំនួនកុំផ្លិច Complex Numbers

១. ទ្រមង់ពីជគណិត (Algebraic Form)

ℜ(z) (ែផ្ន កពិត)

ℑ(z) (ែផ្ន កនិម្មិ ត)

O a

b
M(a, b)

ទ្រមងζពីជគណិត៖ z = a+bi ែដល a, b ∈ R

•    a ែផ្ន កពិត (Real part)

•   b ែផ្ន កនិម្មិ ត (Imaginary part)

• ឯកតានិម្មិ ត៖ i2 = −1 (i =
√

−1)

• ស្វ័ យគុណៃន i : i4k = 1, i4k+r = ir

• ចំនួននិមិត្ត ៖
√

−C =
√

Ci

• ចំនួនកំុផ្លέ ចឆា្ល ស់៖ z̄ = a − bi

• េបើ  X+Y i = a+bi ⇔

{
X = a

Y = b

• េបើ z=a + bi ជាចំនួនពិត ⇔ b=0

• េបើ z=a+bi ជាចំនួននិមិត្ត ⇔ a=0

២. ្របមាណវិធីេលើទ្រមង់ពីជគណិត

េបើ z1 = a + bi និង z2 = c + di៖

• វέធីបូក/ដក៖ z1 ± z2 = (a ± c) + (b ± d)i

• វέធីគុណ៖ z1 · z2 = (ac − bd) + (ad + bc)i

• វέធីែចក៖
z1

z2
= z1 · z̄2

z2 · z̄2
= (a + bi)(c − di)

c2 + d2

៣. សមីការដឺេ្រកទី២ (Quadratic Equations)

មានរាងទូេͼ az2 + bz + c = 0 (ែដល a ̸= 0 និង

a, b, c ∈ R)។ គណនាឌីស្រគីមីណងζ ∆ = b2 − 4ac៖

• េបើ ∆ < 0: មានឫសជាចំនួនកំុផ្លέ ចឆា្ល ស់គា្ន ពីរគឺ៖

z1 =
−b − i

√
|∆|

2a
, z2 =

−b + i
√

|∆|
2a

៤. ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

ℜ(z) (ែផ្ន កពិត)

ℑ(z) (ែផ្ន កនិម្មិ ត)

O a

b
r = |z|

z = a + ib = r(cos θ + i sin θ)

θ = arg(z)

• មូ៉ឌុល ៖ r = |z| =
√

a2 + b2 ែដល r > 0

• អាគុយម៉ងζ θ៖ រកតាម cos θ=a

r
និង sin θ= b

r

• ទ្រមងζ ្រតីេកាណមា្រត៖ z = r(cos θ + i sin θ)

សΧ̐របស់ (a, b) ទីតាំងកា្រដងζ រកមំុរហ័ស (θ)

(+, +) កា្រដងζ ទី I θ = α

(−, +) កា្រដងζ ទី II θ = π − α

(−, −) កា្រដងζ ទី III θ = π + α

(+, −) កា្រដងζ ទី IV θ = −α

ករណីពិេសស (ែភ្ន កទិព្វ )

z = a (a > 0) =⇒ θ = 0
z = −a (a > 0) =⇒ θ = π

z = bi (b > 0) =⇒ θ = π

2
z = −bi (b > 0) =⇒ θ = −π

2

៥. លក្ខណៈម៉ូឌុល

• |z|=|z̄|=| − z|

• |zn| = |z|n

•

∣∣∣∣z1

z2

∣∣∣∣ = |z1|
|z2|

• |z|2 = z · z̄

• |z1 · z2| = |z1| · |z2|

• |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|

៦. លក្ខណៈអាគុយម៉ង់

• arg(z1 · z2) = arg(z1) + arg(z2) + 2kπ

• arg
(

z1

z2

)
= arg(z1) − arg(z2) + 2kπ

• arg(zn) = n · arg(z) + 2kπ

• arg(z̄) = − arg(z) + 2kπ

៧. ្របមាណវិធីេលើទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

េបើ z1=r1(cos θ1+i sin θ1) ; z2=r2(cos θ2+i sin θ2)

• z1 ·z2 = r1r2[cos(θ1 +θ2)+i sin(θ1 +θ2)]

•
z1

z2
= r1

r2
[cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)]

៨. របូមន្តសខំាន់ៗបំផុត (្រត�វែតចា)ំ

• រូបមន្ត ដΰ ម័រ zn = rn(cos nθ + i sin nθ)

• រូបមន្ត អឺល័រ: eiθ = cos θ + i sin θ

• ឫសទី n ៃនចំនួនកំុផ្លέ ច (n-th Roots):

wk = n
√

r

[
cos

(
θ + 2kπ

n

)
+ i sin

(
θ + 2kπ

n

)]
េដាយ k = 0, 1, 2, ..., n − 1

៨. របូមន្ត្រតីេកាណមា្រតសខំាន់ៗ

• 1+ cos θ=2 cos2 θ

2
‘; 1− cos θ=2 sin2 θ

2
• sin 2θ=2 sin θ cos θ

• sin θ=2 sin θ

2
cos θ

2
• sin kπ = 0

និង cos kπ =

{
1 k : គូ

−1 k : េសស

• sin(2kπ+θ)= sin θ

• cos(2kπ+θ)= cos θ

• cos x= cos a េនាះ x = ±a + 2kπ

• sin x= sin a េនាះ

[
x=a + 2kπ
x=π − a + 2kπ

រង្វង់្រតីេកាណមា្រត

X - Axis

Y - Axis
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េមេរៀន លមីីតៃនអនុគមន៍ Limit of Function

រាងមិនកំណត់្រគឹះ

មាន ៤ រាងសំខាន់ៗែដលជួបញឹកញាប់៖

0
0

,
∞
∞

, 0 × ∞, (+∞ − ∞)

និងរាងស្វ័ យគុណមិនកំណត់៖

1∞, 00, ∞0

• ±∞ + c = ∞ (បូកែថមបុ៉នា្ម នក៏េ;ែតអនន្ត )

• ∞ + ∞ = ∞

• −∞ − c = −∞

• −∞ − ∞ = −∞

• េបើ c > 0 េនាះ c · ∞ = ∞

• េបើ c < 0 េនាះ c · ∞ = −∞

• (+∞) · (+∞) = +∞

• −∞ · (+∞) = −∞

• (−∞) · (−∞) = ∞

•
c

±∞
= 0 (ចំនួនពិតែចកនឹងអនន្ត េស្មើ រសូន្យ)

•
c

±∞
= 0

• េបើ c > 0 េនាះ
∞
c

= ∞

• េបើ c < 0 េនាះ
∞
c

= −∞

• េបើ c > 0 េនាះ (+∞)c = +∞

• េបើ c < 0 េនាះ (+∞)c = 0

• េបើ c > 1 េនាះ c( + ∞) = ∞

• េបើ 0 < c < 1 េនាះ c( + ∞) = 0

១. លមីីតរាងមិនកំណត់

លីមីតរាងមិនកំណត់
0
0

គន្លឹ ះ៖ ្រតβវដាក់ភាគយក

និង ភាគែបង ជា ផលគុណ កតា្ត េដើ ម្បី ស្រមγល

កតា្ត ែដលេស្មើ 0 េចាល (កតា្ត (x − a))។

• a2 − 1 = (a − 1)(a + 1)

• a2 − b2 = (a − b)(a + b)

• a3 ± b3 = (a ± b)(a2 ∓ ab + b2)

• an − 1 = (a − 1)(an−1 + · · · + a + 1)

• an−bn=(a−b)(an−1+an−2b+ · · · +bn−1)

• េបើ n = 3, 5, 7, · · · េសស៖

an+bn = (a+b)(an−1−an−2b+· · ·+bn−1)

លីមីតរាងមិនកំណត់
0
0

(មានរ៉ាឌីកាល់/ឫស)

• គន្លឹ ះ៖ គុណនឹងកេន្សោមឆា្ល ស់បំបាត់ឫស។

–
√

A − B ្រតβវគុណនឹង
√

A + B

– 3
√

A−B ្រតβវគុណនឹង
3
√

A2+ 3
√

A·B+B2

– 3
√

A+B ្រតβវគុណនឹង
3
√

A2− 3
√

A·B+B2

• េបើ រាង lim
x→∞

f(x)
g(x)

េមើ លតួមានដΰ េ្រកខ្ព ស់ជាងេគ។

• េបើ ដΰ េ្រកេលើ = ដΰ េ្រកេ្រកាម៖ lim
x→∞

axn + · · ·
pxn + · · ·

= a

p

• េបើ ដΰ េ្រកេលើ < ដΰ េ្រកេ្រកាម៖ lim
x→∞

f(x)
g(x)

= 0

• េបើ កេន្សោម ជាប់ រ៉ាឌីកាល់ ្រតβវ គុណ ភាគយក និង

ភាគែបងនិងកេន្សោមឆា្ល ស់របស់វា។

• ករណីបេΦ្ច ញពីរ៉ាឌីកាល់

√
ax2 + bx + c = |x|

√
a + b

x
+ c

x2

២. លមីីតៃនអនុគមន្៍រតីេកាណមា្រតសខំាន់ៗ

• lim
x→0

sin x

x
= 1 =⇒ lim

x→0

sin ax

ax
= 1

• lim
x→0

tan x

x
= 1 =⇒ lim

x→0

tan ax

ax
= 1

• lim
x→0

1 − cos x

x
= 0 ⇒ lim

x→0

1 − cos ax

x
= 0

• lim
x→0

1 − cos x

x2 = 1
2

⇒ lim
x→0

1 − cos ax

x2 = a2

2

• lim
x→a

sin[u(x)]
u(x)

= 1 ; lim
x→a

1 − cos[u(x)]
u(x)

= 0

៣. លមីីតអនុគមន៍អិចស្ប ៉ណូង់ែស្យល (ex)

• lim
x→0

ex − 1
x

= 1 ⇒ lim
x→0

eu(x) − 1
u(x)

= 1

• lim
x→+∞

ex = +∞ និង lim
x→−∞

ex = 0

• lim
x→+∞

ex

xn
= +∞ និង lim

x→+∞

xn

ex
= 0

• lim
x→−∞

xnex = 0 េបើ x→+∞ ex>xn> ln x

• lim
x→0

(1 + x) 1
x = e ; lim

x→±∞

(
1 + 1

x

)x

= e

• lim
x→x0

[1 + u(x)]
1

u(x) = e

• វέធីរហ័ស: lim
x→x0

f(x)g(x) = e
lim

x→x0
g(x)[f(x)−1]

⋆

៥. លមីីតៃនអនុគមន៍េលាការតី

• lim
x→0

ln(1 + x)
x

= 1 និង lim
x→0

ln(1 + u(x))
u(x)

= 1

• lim
x→+∞

ln x

xn
=0 និង lim

x→+∞

xn

ln x
= + ∞; (n>0)

• lim
x→0+

xn ln x = 0 (n > 0); lim
x→0+

ln x

xn
= −∞

• ln e = 1, ln 1 = 0, ln 2 = 0.7, ln 3 = 1.1

• ln(0+) → −∞ និង ln(+∞) → +∞

• ln(ab) = ln a + ln b និង ln
(a

b

)
= ln a − ln b

• ln(ar) = r ln a និង eln a = a

របូមន្ត្រតីេកាណមា្រតសខំាន់ៗ៖

• cos(2x) = cos2 x − sin2 x

• cos(2x) = 1 − 2 sin2 x = 2 cos2 x − 1

• 1 − cos x = 2 sin2
(x

2

)
• 1 − cos 2x = 2 sin2 x

• cos p+cos q=2 cos
(

p + q

2

)
cos

(
p − q

2

)

• cos p− cos q=−2 sin
(

p+q

2

)
sin

(
p−q

2

)

• sin p+sin q=2 sin
(

p + q

2

)
cos

(
p − q

2

)

• sin p−sin q=2 sin
(

p − q

2

)
cos

(
p + q

2

)

• tan p ± tan q=sin(p ± q)
cos p cos q
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ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ Continuity Function

១. ភាពជាប់្រតង់មួយចំណុច

x

y
y = f(x)

c

f(c)

y = f(x) ជាប់្រតងζ x = c លុះ្រតាែត ៖

• f កំណត់ចំេពាះ x = c

• f មានលីមីត េពល x → c

• lim
x→c

f(x) = f(c)

សំគាល់៖ អនុ. f មានលីមីត្រតងζ x = c កាលណា

lim
x→c−

f(x) = lim
x→c+

f(x)

២. លក្ខណៈៃនអនុគមន៍ជាប់

េបើ អនុគមន៍ f និង g ជាប់្រតងζ x = c េគបាន ៖

• f(x) + g(x) ជាអនុគមន៍ ជាប់្រតងζ x = c

• f(x) − g(x) ជាអនុគមន៍ ជាប់្រតងζ x = c

• f(x) · g(x) ជាអនុគមន៍ ជាប់្រតងζ x = c

• Kf(x) ជាអនុ. ជាប់្រតងζ x = c

•
f(x)
g(x)

ជាអនុ. ជាប់្រតងζ x = c ែដល g(c) ̸= 0

៣. ភាពជាប់េលើចេនា្ល ះ

x

y

y = f(x)

a bx0

f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះេបើ ក (a, b) លុះ្រតាែត៖

f ជាប់្រតងζ ្រគប់ចំណុច x0 ស្ថិ តក្ន αងចេនា្ល ះេបើ ក (a, b)

គឺ lim
x→x0

f(x) = f(x0) ចំេពាះ្រគប់ x0 ∈ (a, b)

x

y

y = f(x)

a

f(a)

b

f(b)

x → a
+

x → b
−

f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ [a, b] លុះ្រតាែត៖

1. f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះេបើ ក (a, b)
2. lim

x→a+
f(x) = f(a)

3. lim
x→b−

f(x) = f(b)

៤. ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍បណា្ដ ក់

េបើ អនុគមន៍ g ជាប់្រតងζ c និងអនុ. f ជាប់្រតងζ
g(c) េនាះអនុ.បណា្ដ ក់ (f ◦g)(x) = f [g(x)]
ជាប់្រតងζ c ។

៥. អនុគមន៍បនា្ល យតាមភាពជាប់

x

y

y = f(x)

a

L ្រតងζ x = a, បំេពញចេនា្ល ះ

េដាយតៃម្ល g(a) = L

• េបើ f ជាអនុគមន៍មិនកំណត់្រតងζ x = a និងមាន

lim
x→a

f(x) = L េនាះអនុគមន៍បនា្ល យៃន f តាម

ភាពជាប់្រតងζ x = a កំណត់េដាយ៖

g(x) =

{
f(x) , x ̸= a

L , x = a

៦. ្រទឹស្តបីទតៃម្លកណា្ត ល

x

y

K

y = f(x)

a

f(a)

b

f(b)

c

(c, K)

េដាយ f ជាប់េលើ [a, b] និង f(a) < K < f(b)
េនាះមានយ៉ាងេហាចណាស់ c ∈ [a, b] មួយ

ែដលេផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ f(c) = K ។

x

y

y = f(x)

a

f(a)
b

f(b)

c
f(c) = 0

• f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ [a, b]
• (f(a) · f(b) < 0) ⇒ មានចំនួនពិត c ∈ (a, b)
យ៉ាងេហាចណាស់មួយែដល f(c) = 0

x

y
y = f(x)

a

f(a)
b

f(b)

c
f(c) = 0

• f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ [a, b]
• f(a) · f(b) < 0 (សΧ̐ផ្ទ αយគា្ន )

• f ជាអនុ.េកើ នដាច់ខាត ឬ ចុះដាច់ខាតេលើ [a, b]
⇒ សមីការ f(x) = 0 មានឫស c ∈ (a, b) ែតមួយគត់

្របេភទអនុគមន៍សំខាន់ៗ

• អនុគមន៍ ពហុធា f(x) = anxn +
an−1xn−1 + · · · + a1x + a0
និង f(x) = sin(x)និងg(x) = cos(x)
ជាប់េលើ សំណំុចំនួនពិត R។

• អនុ.សនិទាន f(x)=P (x)
Q(x)

; Q(x) ̸= 0

• អនុ.អសនិទាន f(x)=
√

g(x); g(x) ≥ 0

• អនុ.េលាការីតេនែព y= ln[f(x)]; f(x)>0



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២

ĖǓĘៀន ĈǓរÃĚǓřǓអនុគមន៍ Continuity Function

១. េដរេីវៃនអនុគមន៍ x0

x

y
y = f(x)

A

B

x0

f(x0)

x0 + h

f(x0 + h)

∆x = h

∆y = f(x0 + h) − f(x0)

េដរីេវ ្រតងζ x0 ៃន អនុគមន៍ y = f(x) ជាលី មី ត ៃន

ផលេធៀបកំេណើ នកាលណា ∆x ខិតជέ ត 0។ េគសរេសរ៖

y′
0 = f ′(x0) = lim

∆x→0

∆y

∆x
= lim

x→x0

f(x) − f(x0)
x − x0

= lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)
h

; h = x − x0

២. លក្ខខណ្ឌ េដរេីវេឆ្វង និងេដរេីវសា្ត ំ

េគតាង f ′
−(a) ជាេដរីេវខាងេឆ្វ ង និង f ′

+(a)
ជាេដរីេវខាងសា្ត ំ៖

• េដរីេវេឆ្វ ង៖ f ′
−(a)= lim

x→a−

f(x) − f(a)
x − a

• េដរីេវសា្ត ំ៖ f ′
+(a)= lim

x→a+

f(x) − f(a)
x − a

សន្និ ដា្ឋ ន៖

1. អនុគមន៍ f មានេដរីេវ្រតងζ x = a លុះ្រតាែត

f ′
−(a) = f ′

+(a) ។ េបើ វា ខុសគា្ន េនាះ

អនុគមន៍គា្ម នេដរីេវ្រតងζ x = a េទ។

2. f មានេដរីេវ្រតងζ x0 = a េនាះ f ជាប់្រតងζ
x0 = a ។

៣.េដរេីវៃនអនុគមន៍បណា្ដ ក់

េបើ y = f(u) និង u = g(x) េនាះ
dy

dx
= dy

du
× du

dx

ឬ
d

dx
f [u(x)] = f ′(x) × u′(x) ។៤.របូមន្តេដរេីវៃនអនុគមន៍សខំាន់ៗ

• y = c =⇒ y′ = 0 ; k: េថរ

• y = x =⇒ y′ = 1 ; x: អេថរ

• y = xn =⇒ y′ = nxn−1

• y = 1
x

=⇒ y′ = −1
x2

• y = 1
xn

=⇒ y′ = −n

xn+1

• y =
√

x =⇒ y′ = 1
2
√

x

• y = k · u =⇒ y′ = k · u′

• y = u ± v =⇒ y′ = u′ ± v′

• y = u · v =⇒ y′ = u′ · v + v′ · u

• y = u

v
=⇒ y′ = u′v − v′u

v2

• y = c

v
=⇒ y′ = −cv′

v2 ; c: េថរ

• y = un =⇒ y′ = nu′un−1

• y = 1
un

=⇒ y′ = −nu′

un+1

• y = 1
u

=⇒ y′ = −u′

u2

• y =
√

u =⇒ y′ = u′

2
√

u

៥. េដរេីវអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត

• y = sin x ⇒ y′ = cos x

• y = cos x ⇒ y′ = − sin x

• y= tan x ⇒ y′=1 + tan2 x= 1
cos2 x

• y= cot x ⇒ y′= − (1 + cot2 x)= −1
sin2 x

• y = sin u ⇒ y′ = u′ cos u

• y= cos u ⇒ y′ = −u′ sin u

• y= tan u ⇒ y′=u′(1 + tan2 u)= u′

cos2 u

• y= cot u⇒y′=−u′(1+ cot2 u)= −u′

sin2 u

៦. េដរេីវៃនអនុ.អិចស្ប ៉.ូ និងេលាការតី

• y = ex =⇒ y′ = ex

• y = eu =⇒ y′ = u′eu

• y = au =⇒ y′ = au ln a

• y = ln x =⇒ y′ = 1
x

• y = ln u =⇒ y′ = u′

u

• y = loga u =⇒ y′ = u′

u ln a

៧. េដរេីវលដំាប់ ២

េដរីេវលំដាប់២ ៃនអនុគមន៍ y = f(x) គឺជាេដរីេវៃន

y′ កំណត់តាងេដាយ y′′ ឬ f ′′(x) ឬ
d2y

dx2 ។

៨. េដរេីវលដំាប់ខ្ពស់
េដរីេវលំដាប់ខ្ព ស់ តាង f ′, f ′′, . . . , f (n)

េដរីេវលំដាប់ខ្ព ស់ f
(n)(x),

dn

dxn
[f(x)] ឬ y

(n)

•
dn

dxn

[
1

ax + b

]
= (−1)n · n! · an

(ax + b)n+1

•
dn

dxn
[e(ax+b)] = aneax+b

•
dn

dxn
[sin(ax+b)]=an sin

(
ax+b+nπ

2

)
•

dn

dxn
[cos(ax+b)]=an cos

(
ax+b+nπ

2

)
៩. េដរេីវៃនអនុគមន៍្រចាស

េដរីេវៃនអនុ.្រចាស
d

dx

(
f−1(x)

)
= 1

f ′ (f−1(x))

េដរីេវអនុគមន៍្រចាសរបស់អនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត

ែដន េដរីេវ

|x| < 1 d

dx
(sin−1 x) = 1√

1 − x2

|x| < 1 d

dx
(cos−1 x) = − 1√

1 − x2

x ∈ R
d

dx
(tan−1 x) = 1

1 + x2

x ∈ R
d

dx
(cot−1 x) = −1

1 + x2

|x| > 1 d

dx
(sec−1 x) = 1

|x|
√

x2 − 1

|x| > 1 d

dx
(csc−1 x) = −1

|x|
√

x2 − 1
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ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន អនុវត្តេដរេីវ Application of Derivative

x

y
y = f(x)

A

x0

f(x0)

• េមគុណ្របាប់ទិស ៃន បនា្ទ ត់ប៉ះ ្រកាប (C) :
y = f(x) ្រតងζ x0 គឺ a = f ′(x0)

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ អាប់សីុស x0 គឺ (T ) :
y = f ′(x0)(x − x0) + f(x0)

២. ភាពេកើននិងចុះៃនអនុគមន៍ (Monotonicity)

េគេ្របើ េដរីេវទី១ f ′(x) េដើ ម្បីកំណត់ទិសេ͵

អេថរភាពរបស់អនុគមន៍េលើ ចេនា្ល ះ I៖

• េបើ f ′(x) > 0 េលើ I ⇒ f ជាអនុ.េកើ ន។

• េបើ f ′(x) < 0 េលើ I ⇒ អនុ. f ជាអនុ.ចុះ។

• េបើ f ′(x) = 0 េលើ I ⇒ f ជា អនុ.េថរ។

 លក្ខណៈ អនុគមន៍េកើន និងអនុគមន៍ចុះ

្របេភទអនុ. លក្ខ ខណ្ឌ េ្របៀបេធៀប

អនុគមន៍េកើ ន េបើ x > a ⇒ f(x) > f(a)

អនុគមន៍ចុះ េបើ x > a ⇒ f(x) < f(a)

៣. បរមាេធៀប

េបើ f មានេដរីេវេលើ I េបើ f មានបរមាេធៀប
្រតងζ x0 េនាះ f ′(x0) = 0 ។

• េបើ f ′(x) = 0 ប្ត βរសΧ̐ពី (+) → (−) ្រតងζ

x = x0 េនាះអនុ. f មានតៃម្ល អតិបរមាេស្មើ
y = f(x0) ។

x

f ′(x)

f(x)

−∞ x0 +∞
+ 0 −

f(x0)-អតិf(x0)-អតិ

• េបើ f ′(x) = 0 ប្ត βរសΧ̐ពី (−) → (+) ្រតងζ

x = x0 េនាះអនុ. f មានតៃម្ល អប្បបរមាេស្មើ
y = f(x0) ។

x

f ′(x)

f(x)

−∞ x0 +∞
− 0 +

f(x0)-អប្បf(x0)-អប្ប

• តារាងអេថរភាព៖ អនុគមន៍េកើ នដាច់ខាត

x

f ′(x)

f(x)

−∞ +∞
+

−∞−∞
+∞+∞

• តារាងអេថរភាព៖ អនុគមន៍ចុះដាច់ខាត

x

f ′(x)

f(x)

−∞ +∞
−

+∞+∞
−∞−∞

៤. ភាពមានបរមា្រតង់ x0

f មានអប្បបរមា

{
f ′′(x0) > 0
f ′(x0) = 0

f(x)

f ′(x0) = 0

x0

f(x0)

f ′′(x0) > 0

f មានអប្បបរមា

{
f ′′(x0) < 0
f ′(x0) = 0

f(x)

f ′(x0) = 0

x0

f(x0)

f ′′(x0) < 0

x

y

៥. ចំណុចរបត់
ចំណុចរបត់៖ជាចំណុចែដលែខ្សេកាងប្ត βរភាព េប៉ាង ផត

(C)

I

x0

f(x0)

f ′′(x) < 0 (េប៉ាង)

f ′′(x) > 0 (ផត)

ចំណុច I(x0, f(x0)) ជាចំណុចរបត់ កាលណា៖

• េដរីេវទីពីរ f ′′(x) សូន្យ្រតងζ x0 (f ′′(x0) = 0)។

• f ′′(x) ប្ត βរសΧ̐ េ;សងខាង x0។

ចំេណាទបរមិា

• បរិមា្រតគឺជា្របែវងជុδ វέញ។

• ៃផ្ទ គឺជាទំហំៃនៃផ្ទ ែដលេយើ ងេមើ លេឃើ ញ។

• មាឌគឺជាទំហំៃនចំណុះែដលសូលីតអាចផ្ទ αក
បាន។

ក្បនួេដាះ្រសាយចំេណាទបរមា

• តាងអΧ̐តដាក់លក្ខ ខណ្ឌ

• បេង្កើ តអនុគមន៍ែដលចងζ បាន

• ប្រងγមអនុគមន៍ឲ្យមានអេថរែតមួយ

• សិកΓសΧ̐េដរីេវ និងគូសតារាងអេថរភាព

សគំាល៖់ េគអាចរកតាមេដរីេវទី២ េដាយមិន
ចាំបាច់គូសតារាងអេថរភាព។

របូមន្តធរណីមា្រតសខំាន់ៗមួយចំនួន

១. ចតុេកាណែកង

a

b
d

• ៃផ្ទ ្រកឡា S = a · b

• បរិមា្រត P = 2(a+b)

• អង្ក ត់្រទβង d=
√

a2+b2

២. កាេរ

a

a d
• ៃផ្ទ ្រកឡា S=a · a=a2

• បរិមា្រត P = 4a

• អង្ក ត់្រទβង d = a
√

2
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េមេរៀន អនុវត្តេដរេីវ Application of Derivative

៣. ្រតីេកាណ

a

cb h

α

• ៃផ្ទ ្រកឡា S = 1
2

a · h

• ៃផ្ទ ្រកឡា S = 1
2

ac sin α

• ៃផ្ទ ្រកឡា S =
√

p(p − a)(p − b)(p − c)

ែដលកន្ល ះបរិមា្រត p = a + b + c

2

៤. ្រតីេកាណែកង

a

c
b

• ្រទឹស្តី បទពីតាករ

c2 = a2 + b2

• ៃផ្ទ ្រកឡា S=1
2

a · b

៤. រង្វ ងζ

r
α

ℓ

O
• ៃផ្ទ ្រកឡា S = πr2

• បរិមា្រត P = 2πr

• ្របែវងធ្ន β ℓ = α · r

៥. ែស៊្វ -បូ៊ល

r
• ៃផ្ទ ្រកឡា S = 4πr2

• មាឌ V = 4πr3

3

៦. ្របេលពីែប៉តែកង

b
a

c
• ៃផ្ទ បាត SB = a · b

• ៃផ្ទ ខាង SL = 2ac + 2bc

• ៃផ្ទ សរុប ST = 2SB + SL

• មាត V = SB · c = abc

៧. គូប

a

a

a
• ៃផ្ទ បាត SB = a · a = a2

• ៃផ្ទ ខាង SL = 4a2

• ៃផ្ទ សរុប ST = 2SB + SL

• មាត V = SB · a = a3

៨. ពីរ៉ាមីតនិយ័ត

h d
• ៃផ្ទ បាត SB

• ៃផ្ទ ខាង SL = 1
2

PB · d

• ៃផ្ទ សរុប ST = SB + SL

• មាត V = 1
3

SB · h

៩. េកាណ

ℓh

r

• ៃផ្ទ បាត SB = πr2

• ៃផ្ទ ខាង SL = πrℓ

• ៃផ្ទ សរុប ST = SB + SL

• មាត V = 1
3

πr2h

១០. សីុឡាំង

h

r

• ៃផ្ទ បាត SB = πr2

• ៃផ្ទ ខាង SL = 2πrh

• ៃផ្ទ សរុប ST = 2SB + SL

• មាត V = πr2h

៥. វិសមភាពកំេណើ នមានកំណត់

[i]. f ជាអនុគមន៍មានេដរីេវេលើ ចេនា្ល ះ I េបើ

មាន m និង M ចំេពាះ ∀x ∈ R ែដល m ⩽
f ′(x) ⩽ M េនាះ

m(x−α) ⩽ f(x)−f(α) ⩽ M(x−α), ∀α, x ∈ I

[ii]. f ជា អនុគមន៍ មាន េដរីេវ េលើ ចេនា្ល ះ I

េហើ យ ∀a, b ∈ I ែដល a < b។ េបើ មាន
M ∈ R មួយែដល |f ′(x)| ⩽ M េនាះេគ
បាន

|f(b) − f(a)| ⩽ M |b − a|

៦. ្រទឹស្តបីទតៃម្លមធ្យម-ឡា្រកង់

េបើ f មានេដរីេវេលើ (a, b) េនាះនឹងមាន c មួយេលើ
(a, b) ែដល

f ′(c) = f(b) − f(a)
b − a

២. តៃម្ល្របែហលតាមឌីេផរង៉់ែស្យល

f(x0 + h) ≈ f(x0) + hf ′(x0)

ែដល dy = hf ′(x0) េ΋ថាឌីេផរ៉ងζ ែស្យលៃន y =
f(x) ្រតងζ x0

៧. ្រទឹស្តបីទរ ៉លូ

៖ េបើ f មានេដរីេវេលើ [a, b] េបើ f(a) = f(b) េនាះនឹង
មានតៃម្ល c មួយេលើ (a, b) ែដល f ′(c) = 0 ។

៥. ការអនុវត្តក្នងុរបូវិទយ (Kinematics)

េបើ េគ មាន សមីការ ចមា្ង យចរ s(t) គិតជា

អនុគមន៍ៃនេពល t៖

• េល្ប̓នខណៈ (Velocity): v(t) = s′(t) (េដរីេវ

ទី១ ៃនចមា្ង យេធៀបនឹងេពល)

• សំទុះខណៈ (Acceleration): a(t) = v′(t) =
s′′(t) (េដរីេវទី១ ៃនេល្ប̓ន ឬេដរីេវទី២ ៃន
ចមា្ង យ)

 ការអនុវត្តេដរេីវក្នងុេសដ្ឋកិច្ច

អនុគមន៍សរុប រូបមន្ត គណនា

ៃថ្ល េដើ មសរុប: C(x) MC = C
′(x)

ចំណូលសរុប : R(x) MR = R
′(x) = (p · x)′

្របាក់ចំេណញសរុប : P (x) MP = P
′(x) = MR − MC
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េមេរៀន សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកា Graph

ប្លង់សកិ�អនុគមន៍

១. ែដនកំណត់ (D)

២. ទិសេ͵អេថរភាព

• គណនាេដរីេវ f ′(x) និងរកឫស

• សិកΓសΧ̐េដរីេវ និងរកតៃម្ល បរមា

• គណនាលីមីត និងរកអាសីុមតូត

៣. តារាងអេថរភាព

៤. បណា្ត ចំណុចពិេសស

• រកចំណុចរបត់ (េដរីេវទីពីរ f ′′(x) = 0)

• រកចំណុច្របសព្វ អ័ក្សកូអរេដាេន (Ox, Oy)

៥. សងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ (C)

១. អាសុមីតូត
ក. អាសីុមតូតឈរ

x′ x

y′

y

O

(C)

x = a

េបើ lim
x→a

f(x)=±∞ េនាះ

បនា្ទ ត់ x = a ជាអាសីុមតូត

ឈរៃន្រកាប (C) ។

ខ. អាសីុមតូតេដក

x′ x

y

O

(C)

y = b
េបើ lim

x→±∞
f(x) = b េនាះ

បនា្ទ ត់ y = b ជាអាសីុមតូត

េដកៃន្រកាប (C) ។

គ. អាសីុមតូតេ្រទត

x′ x

y

O

(C)
y = ax + b េបើ

lim
x→±∞

[f(x)−(ax+b)] =0

េនាះបនា្ទ ត់ y = ax + b ជា

អាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

២. សិកΓអនុគមន៍ y = ax2 + bx + c

cx + d

ក. ែដនកំណត់៖ D=R−{x0} ែដល x0=−d

c
ខ. លីមីតចុងែដនកំណត់៖

lim
x→±∞

f(x) = ±∞ ; lim
x→x0

f(x) = ±∞

គ. អាសីុមតូត៖

បនា្ទ ត់ x = x0 ជាអាសីុមតូតឈរ

បនា្ទ ត់ y = mx + n ជាអាសីុមតូតេ្រទត

ែដល
ax2 + bx + c

cx + d
= mx + n + q

cx + d

ឃ. េដរីេវ៖ េ្របើ
(u

v

)′
= u′v − v′u

v2

1. េបើ y′ = 0 មានឬសពិតពីរេផ្សងគា្ន េនាះ

អនុគមន៍មានតៃម្ល អតិបរមានេធៀបមួយ និង

អប្បបរមាេធៀបមួយ។

2. េបើ y′ = 0 មានឬសឌុប េនាះអនុគមន៍គា្ម ន

តៃម្ល បរមាេធៀបេទ។

3. េបើ y′ = 0 គា្ម នឬស េនាះអនុគមន៍គា្ន នតៃម្ល

បរមាេធៀបេទ។

• ករណី y′ = 0 មានឬសពីរ និង a > 0

x′ x

y′

y

O

• ករណី y′ = 0 មានឬសពីរ និង a < 0

x′ x

y′

y

O

• ករណី y′ = 0 គា្ម នឬសពីរ និង a > 0

x′ x

y′

y

O

• ករណី y′ = 0 គា្ម នឬសពីរ និង a < 0

x′ x

y′

y

O

៣. ផ្ចិតឆ្លុះ និង អ័ក្សឆ្លុះ (Symmetry)
ក. ផ្ចέ តឆ្ល αះ (Center of Symmetry)

(C)

I(a, b)

a

b

x

f(x)

2a − x

f(2a − x)

ចំណុច I(a, b) ជាផ្ចέ តឆ្ល αះៃន្រកាប (C) លុះ្រតាែត្រគប់

x ∈ Df េគបាន (2a − x) ∈ Df េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់រូបមន្ត ៖

f(2a − x) + f(x) = 2b

ខ. អ័ក្សឆ្ល αះ (Symmetry axis) x = a ជាអ័ក្សឆ្ល αះៃន្រកាប

(C) លុះ្រតាែត្រគប់ x ∈ Df េគបាន (2a−x) ∈ Df

េហើ យេផ្ទ ͅងផា្ទ ត់រូបមន្ត ៖ f(2a − x) = f(x)

(C)

អ័ក្សឆ្ល αះ (x = a)

a

M(x, f(x))

x2a − x

f(x) = f(2a − x)

គ. ភាពគូ និង ភាពេសស

– អនុគមន៍គូ: លក្ខ ខណ្ឌ ៖ f(−x) = f(x)
លក្ខ ណៈ៖ ្រកាបឆ្ល αះគា្ន េធៀបនឹង អ័ក្ស (Oy)។

– អនុគមន៍េសស: លក្ខ ខណ្ឌ ៖ f(−x) = −f(x)
លក្ខ ណៈ៖ ្រកាបឆ្ល αះគា្ន េធៀបនឹង គល់ O(0, 0)។

៤. រកចំណុច្របសព្វជាមួយអ័ក្សកអូរេដាេន

• ្របសព្វអ័ក្ស y (អ័ក្សឈរ)៖ ឱ្យ x = 0 រួចគណនារក y ។

(ចំណុចគឺ (0, y))

• ្របសព្វ អ័ក្ស x (អ័ក្សេដក)៖ ឱ្យ y = 0 រួចេដាះ្រសាយ

សមីការរក x ។ (ចំណុចគឺ (x, 0))
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េមេរៀន សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាប Graph

សិកΓអនុគមន៍ y = ax2 + bx + c

px2 + qx + r

ក. អនុគមន៍មានអាសីុមតូតេដកមួយ ជានិច្ច គឺ y =
a

p
។

ខ. អនុគមន៍មិនមានអាសីុមតូតេ្រទតេទ។

គ. ចំេពាះអាសីុមតូតឈរមានបីករណី េដាយពិនិត្យេͼេលើ

សមីការ px2 + qx + r = 0
• ∆ > 0 េនាះមានអាសីុមតូតឈរពីរ។

• ∆ = 0 េនាះមានអាសីុមតូតឈរមួយ។

• ∆ < 0 េនាះគា្ម នអាសីុមតូតឈរេទ។

របូមន្តេដរេីវតាមេដែទមីណង់
្របសិនេបើ y = ax2 + bx + c

px2 + qx + r
េនាះេដរីេវរបស់វាគឺ៖

y′ =

∣∣∣∣a b
p q

∣∣∣∣ x2 + 2
∣∣∣∣a c
p r

∣∣∣∣ x +
∣∣∣∣b c
q r

∣∣∣∣
(px2 + qx + r)2

ករណី ∆ < 0

x

y

Ox′
y′ x

y

Ox′
y′

x

y

Ox′

y′

x

y

Ox′

y′

ករណី ∆ = 0

x

y

Ox′
y′

x

y

Ox′

y′

x

y

Ox′
y′

x

y

Ox′

y′

ករណី ∆ > 0

x

y

O
x′

y′

x

y

Ox′

y′

x

y

Ox′

y′
x

y

Ox′

y′

x

y

Ox′

y′
x

y

Ox′

y′

េមេរៀនទី២ អនុគមន៍អិចស្ប ៉ណូង់ែស្យល

និយមន័យ

ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x អនុគមន៍ f(x) = ex

េ΋ថាអនុគមន៍៍អិចស្ប៉βណងζ ែស្យលេគាល e

ែដល e = lim
x→+∞

(
1 +

1
x

)x

≈ 2.7182 . . . ។

្រកាបៃនអនុគមន៍ f(x) = ex

x′ x

y′

y f(x)

O

• ្រកាបៃនអនុគមន៍ ex

េកើ នជានិច្ច េលើ R។

• តៃម្ល ៃន ex>0
ជានិច្ច ្រគប់ x ∈ R

លក្ខ ណៈ ចំេពាះចំនួនពិត m និង n

1. em · en = em+n

2.
em

en
= em−n

3. e−n = 1
en

4. (em)n = em·n

សមីការនិងវέសមីការ

1. ex = a ⇔ x = ln a ែដល a > 0

2. ex ⩾ a ⇔ x ⩾ ln a ែដល a > 0

3. ex ⩽ a ⇔ x ⩽ ln a ែដល a > 0

រូបមន្ត លីមីត

1. lim
x→−∞

ex = 0

2. lim
x→+∞

ex = +∞

3. lim
x→−∞

xnex = 0 ; n > 0

4. lim
x→+∞

xn

ex
= 0 ; n > 0

រូបមន្ត េដរីេវ

1. (ex)′ = ex

2. (eax)′ = aeax ; a ∈ R

3. (eu)′ = u′eu ; u ជាអុគមន៍ៃន x ។

អនុវត្ត ន៍

រូបមន្ត ការ្របាក់សមាស A = p
(

1 + r

n

)t

• A ្របាក់សរុប p ្របាក់េដើ ម
• r អ្រតាការ្របាក់ក្ន αង១ឆា្ន ំ

• n ចំនួនដងទូរទាត់្របាក់ក្ន αង១ឆា្ន ំ

• t រយៈេពលសន្សំគិតជាឆា្ន ំ

ចំណាំ

េបើ ចំនួនដងៃនការទូទាត់េ្រចើ នអនន្ត ឬការទូទាត់

ជាបន្ត បនា្ទ ប់ េនាះការ្របាក់សមាសគឺ៖

A = pert



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាប Graph

េមេរៀនទី៣ អនុគមន៍េលាការតីេនែព

និយមន័យ
េបើ x > 0 អនុគមន៍េលាការីតេនែពៃន x កំណត់

េដាយ y = ln x ែដលជាអនុគមន៍្រចាសៃន

អនុគមន៍អិចស្ប៉βណងζ ែស្យល y = ex ។

រូបមន្ត សំខាន់ៗ

1. ea = b ⇔ a = ln b ; b > 0

2. ln e = 1

3. ln 1 = 0

4. ln a + ln b = ln(a · b) ; a, b > 0

5. ln a − ln b = ln
(a

b

)
; a, b > 0

6. ln an = n ln a ; a > 0, n ∈ R

7. eln a = a ; a > 0

8. eα ln a = aα ; a > 0

្រកាបៃនអនុគមន៍ y = ln x

x′ x

y′

y
y = ln x

1O

• ្រកាបៃន y = ln x េកើ នជានិច្ច

• ln x<0 េពល x ∈ (0, 1)

• ln x≥0 េពល x∈[1, +∞)

រូបមន្ត លីមីត

1. lim
x→0+

ln x=−∞

2. lim
x→+∞

ln x=+∞

3. lim
x→0+

xn ln x = 0 ; n > 0

4. lim
x→0+

ln x

xn
= −∞ ; n > 0

5. lim
x→+∞

ln x

xn
=0 ; n>0

រូបមន្ត េដរីេវ

1. (ln x)′ = 1
x

2. (ln u)′ = u′

u
; u ជាអនុគមន៍ៃន x

សមីការនិងវέសមីការ

1. ln x = a ⇔ x = ea ែដល a ∈ R

2. ln x ⩾ a ⇔ x ⩾ ea

3. ln x ⩽ a ⇔ x ⩽ ea ែដល a ∈ R

អនុគមន៍ជំនួយ

េបើ េដរីេវទី១ f ′(x) មិនអាចសិកΓសΧ̐បាន

េយើ ង្រតβវការសិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ជδ នួយ

g(x) ែដល f ′(x) មានសΧ̐ដូច g(x) ។

ការកំណត់សញញ ៃនអនុគមន៍ជំនួយ

ករណី g មានអតិបរមា

x

g′(x)

g(x)

−∞ α +∞

+ 0 −

−∞−∞

g(α)g(α)

−∞−∞

សន្និ ដា្ឋ ន៖ g(x) ≤ g(α)

• េបើ g(α) < 0 េនាះ g(x) < 0 ។

• េបើ g(α) = 0 េនាះ g(x) ≤ 0 ។

ករណី g មានអប្បបរមា

x

g′(x)

g(x)

−∞ α +∞

− 0 +

+∞+∞

g(α)g(α)

+∞+∞

សន្និ ដា្ឋ ន៖ g(x) ≥ g(α)

• េបើ g(α) > 0 េនាះ g(x) > 0 ។

• េបើ g(α) = 0 េនាះ g(x) ≥ 0 ។

ករណី g ជាអនុ.េកើ នជានិច្ច

x

g′(x)

g(x)

−∞ α +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞
0

សន្និ ដា្ឋ ន: g(x) ជាអនុ.េកើ ន និង g(α) = 0

• ∀x < α េនាះ g(x) < g(α) : g(x) < 0

• ∀x > α េនាះ g(x) > g(α) : g(x) > 0

• x = α េនាះ g(x) = g(α) = 0

.

ករណី g ជាអនុគមន៍ចុះជានិច្ច

x

g′(x)

g(x)

−∞ α +∞

− 0 −

+∞+∞

−∞−∞
0

សន្និ ដា្ឋ ន: g(x) ជាអនុគមន៍ចុះ និង g(α) = 0

• ∀x < α េនាះ g(x) > g(α) : g(x) > 0

• ∀x > α េនាះ g(x) < g(α) : g(x) < 0

• x = α េនាះ f(x) = f(α) = 0



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន អាងំេត្រកាលមិនកំណត់ Integral Function

្រពីមីទីវ

និយមន័យ

ឧបមាថា F (x) ជា្រពីមីទីវៃន f(x) េនាះេគ

បាន F ′(x) = f(x) េហើ យអនុគមន៍្រពីមីទីវ
ទូេͼ្រតβវបូកែថមចំនួនេថរ C (C ∈ R )។

អាងំេត្រកាលមិនកំណត់ (Indefinite Integral)

អាំងេត្រកាលមិនកំណត់ ៃនអនុគមន៍ f(x) គឺ

ជា្រពីមីទីវទាំងអស់(សរុប +C) របស់ f(x)។

េយើ ងសរេសរបានថា៖∫
f(x)dx = F (x) + C

�������

•
∫

Kf(x)dx = K

∫
f(x)dx

•
∫

f ′(x) dx = f(x) + c

•
∫

d

dx
f(x) dx = f(x) + c

•
d

dx

∫
f(x) dx = f(x)

•
∫

[f(x)±g(x)]dx=
∫

f(x)dx±
∫

g(x)dx

•
∫

c · f(x)dx=c

∫
f(x)dx

របូមន្ត្រគឹះ

1.
∫

0dx = C;

2.
∫

kdx = kx + C (k ∈ R);

3.
∫

xαdx = xα+1

α + 1
+ C (α ̸= −1);

4.
∫

1
x

dx = ln |x| + C;

5.
∫

exdx = ex + C;

6.
∫

axdx = ax

ln a
+ C;

7.
∫

cos xdx = sin x + C;

8.
∫

sin xdx = − cos x + C;

9.
∫

(1+ tan2 x)dx=
∫

1
cos2 x

dx= tan x+C

10.
∫

(1+ cot2 x)dx=
∫

1
sin2 x

dx=− cot x+C

អាងំេត្រកាលេដាយេ្របើអេថរជំនួស

វέធីសា̿ស្ត េនះេ្របើ េដើ ម្បីបំែប្ល ងអាំងេត្រកាលស្ម αគសា្ម ញ∫
f(g(x))dx េͼជាទ្រមងζ

∫
f(u)du ។ រូបមន្ត ៖

∫
f(g(x))g′(x)dx = F (g(x)) + C

វិធាន្រគឹះសខំាន់ៗ

1.
∫

unu′ dx = un+1

n + 1
+ C, (n ̸= −1)

2.
∫

u′
√

u
dx = 2

√
u + C

3.
∫

u′

u2 dx = − 1
u

+ C

4.
∫

u′

u
dx = ln |u| + C

5.
∫

u′eu dx = eu + C

6.
∫

u′ sin(u) dx = − cos(u) + C

7.
∫

u′ cos(u) dx= sin(u)+C

8.
∫

u
′ sec2(u) du =

∫
u′

cos2 u
dx= tan(u)+C

9.
∫

u
′ csc2(u) du=

∫
u′

sin2 u
dx= − cot(u)+C

10.
∫

1
u2 + a2 du=1

a
arctan

(u

a

)
+C

អាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក∫
u dv = u · v −

∫
v du

I → L → A → T → E
• I : arcsin(x), arctan(x)

• L : ln(x), log(x)

• A : x
n , x

2 + 1

• T : sin(x), cos(x)

• E : e
x , a

x

អាងំេត្រកាលៃនអនុ.សនិទាន

១. ជំហានទី១៖ ពិនិត្យដឺេ្រក

• េបើ deg(P (x))<deg(Q(x))៖ បន្ត េͼការបំែបកជាភាគែបងែផ្ន ក។

• េបើ deg(P (x))≥deg(Q(x))៖ េធ្វើ ការែចកពហុធាសិន៖

P (x)
Q(x)

= S(x) + R(x)
Q(x)

ែដល deg(R(x)) < deg(Q(x)) ។

២. ជំហានទី២៖ បំែបកជាទ្រមង់ងាយ
បំែបកភាគែបង Q(x) េͼជាកតា្ត លីេនែអ៊រឬកតា្ត ដΰ .ទី២ មិនអាចបំែបកបាន។

• កតា្ត លីេនែអ៊រមិន្រតγតគា្ន ៖ (ax + b)(cx + d) · · ·

P (x)
(ax + b)(cx + d)(· · · )

=
A

ax + b
+

B

cx + d
+ . . .

• កតា្ត លីេនែអ៊រ្រតγតគា្ន ៖ (ax + b)n

P (x)
(ax + b)n(. . . )

=
A1

ax + b
+

A2

(ax + b)2 +· · ·+
An

(ax + b)n
+. . .

• កតា្ត ឌីកាេរទី២មិនអាចបំែបកបាន៖ (ax2 + bx + c)

P (x)
(ax2 + bx + c)(. . . )

=
Ax + B

ax2 + bx + c
+ . . .

វិធានគណនា
∫

sinn x dx និង
∫

cosn x dx

េដើ ម្បី គណនា អាំងេត្រកាល ៃន sinn x dx និង

cosn x dx េយើ ង អាច េ្របើ វέធី បំែបក ករណី អា្រស័យ

េលើ n គូ ឬ n េសស។



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២
ករណីទី១៖ nជាចំនួនេសស

�����

េ;េពល n ជាចំនួនេសស (ឧទាហរណ៍ n =
3, 5, 7, . . . ), េយើ ងអាចបំែបកវាជាផលគុណ

ៃន sinn−1 x · sin x ឬ cosn−1 x · cos x។

បនា្ទ ប់មក េយើ ងេ្របើទំនាក់ទំនង្រតីេកាណមា្រត
sin2 x = 1−cos2 x ឬ cos2 x = 1−sin2 x

េដើ ម្បបំីែប្ល ងកេន្សោមែដលេ;សល់ (ែដលមាន

ស្វ័ យគុណគូ)។

• ស្រមាប់អាំងេត្រកាលៃន
∫

sinn x dx:

1. បំែបកអាំងេត្រកាលជា∫
sinn−1 x · sin x dx

2. េ្របើ ទំនាក់ទំនង sin2 x = 1 − cos2 x េដើ ម្បី
បំែប្ល ងកេន្សោម

sinn−1 x = (sin2 x)
n−1

2 = (1−cos2 x)
n−1

2

3. ប្ត βរអេថរ u= cos x េនាះ du= − sin x dx។

• ស្រមាប់អាំងេត្រកាលៃន
∫

cosn x dx:

1. បំែបកអាំងេត្រកាលជា∫
cosn−1 x · cos x dx

2. េ្របើ ទំនាក់ទំនង cos2 x = 1 − sin2 x េដើ ម្បី
បំែប្ល ងកេន្សោម

cosn−1 x = (cos2 x)
n−1

2 = (1−sin2 x)
n−1

2

3. ប្ត βរអេថរ u= sin x េនាះ du= cos x dx។

ករណីទី២៖ nជាចំនួនគូ

�����

េ;េពល n ជា ចំនួន គូ (ឧទាហរណ៍ n =
2, 4, 6, . . . ), េយើ ង្រតβវេ្របើ រូបមន្តបន្ថ យដΰ េ្រក៖

• sin2 x = 1 − cos(2x)
2

• cos2 x = 1 + cos(2x)
2

• ស្រមាប់អាំងេត្រកាលៃន
∫

sinn x dx:

1. ជδ នួស sin2 x េ;ក្ន αងអាំងេត្រកាលេដាយ

sin2 x = 1 − cos(2x)
2

2. អាំងេត្រកាលនឹងកា្ល យជា∫ (
1 − cos(2x)

2

) n
2

dx

3. ពនា្ល តកេន្សោមេនះ និងបន្តេធ្វើអាំងេត្រកាលជា
ែផ្ន កៗ។

• ស្រមាប់អាំងេត្រកាលៃន
∫

cosn x dx:

1. ជδ នួស cos2 x េ;ក្ន αង អាំងេត្រកាល េដាយ

1 + cos(2x)
2

។

2. អាំងេត្រកាលនឹងកា្ល យជា∫ (
1 + cos(2x)

2

) n
2

dx

3. ពនា្ល តកេន្សោមេនះ និងបន្តេធ្វើអាំងេត្រកាលជា
ែផ្ន កៗ។

អាងំេត្រកាលកំណត់ Deninite Integral

x

y

a = x1x2 x3 x4 b∆x

f(x
∗
i )

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
i=1

f(x
∗
i )∆x

�������

អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ជាប់េលើ ចេនា្ល ះ [a, b]
និង F ជា្រពីមីទីវៃន f េ;េលើ [a, b]។∫ b

a

f(x) dx = [F (x)]ba = F(b) − F(a)

អានថាអាំងេត្រកាលកំណត់ពី a េͼ b ៃន f(x)dx

លក្ខណៈ្រគឹះ

1.
∫ b

a

f(x)dx =
∫ b

a

f(t)dt = . . .

2.
∫ b

a

c dx = c(b − a)

3.
∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx

4.
∫ a

a

f(x) dx = 0

6.
∫ b

a

(αf(x)±βg(x)) dx=α

∫ b

a

f(x)dx±β

∫ b

a

g(x)dx

7.
∫ b

a

f(x) dx=

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx(ចំេពាះ a<c<b)

8.
∫ b

a

f(x) dx=

∫ b

a

f(a + b − x) dx

របូមន្ត្រគឹះ

1.
∫ b

a

xn dx=
[

xn+1

n + 1

]b

a

(n ̸= −1)

2.
∫ b

a

1
xn

dx=
[
− 1

(n − 1)xn−1

]b

a

; (n ̸=1)

3.
∫ b

a

1
x2 dx=

[
− 1

x

]b

a

4.
∫ b

a

1√
x

dx=[2
√

x]ba

5.
∫ b

a

1
x

dx = [ln |x|]ba

6.
∫ b

a

1
αx + β

dx=
[

1
α

ln |αx + β|
]b

a

7.
∫ b

a

cos x dx = [sin x]ba

8.
∫ b

a

sin x dx = [− cos x]ba

9.
∫ b

a

cos(ax+b) dx=
[

1
a

sin(ax+b)
]b

a

10.
∫ b

a

sin(ax+b) dx=
[
−1

a
cos(ax+b)

]b

a

11.
∫ b

a

eax+b dx =
[

1
a

eax+b

]b

a

12.
∫ b

a

(1+ tan2 x)dx=
∫ b

a

1
cos2 x

dx= [tan x]ba

13.
∫ b

a

(1+ cot2 x)dx=
∫ b

a

1
sin2 x

dx= [− cot x]ba



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២

អាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍បណា្ត ក់ u

•
∫ b

a

unu′ dx =
[

un+1

n + 1

]b

a

, (n ̸= −1)

•
∫ b

a

u′
√

u
dx =

[
2
√

u
]b

a

•
∫ b

a

u′

u2 dx =
[
− 1

u

]b

a

•
∫ b

a

u′

u
dx = [ln |u|]ba

•
∫ b

a

u′eu dx = [eu]ba

•
∫ b

a

u′ sin(u) dx = [− cos(u)]ba

•
∫ b

a

u′ cos(u) dx= [sin(u)]ba

•
∫ b

a

u′ sec2(u) du=
∫

u′

cos2 u
dx= [tan(u)]ba

•
∫ b

a

u′ csc2(u) du=
∫

u′

sin u
dx= [− cot(u)]ba

អាងំេត្រកាលកំណត់េដាយែផ្នក

រូបមន្ត អាំងេត្រកាលកំណត់េដាយែផ្ន ក គឺ៖∫ b

a

u dv = [uv]ba −
∫ b

a

v du

វέធីសា̿ស្ត ក្ន αងការតាង u និង dv

• u គឺជាអនុគមន៍ែដលេយើ ងងាយ្រសγលគណនាេដរីេវ ។

• dv គឺជាអនុគមន៍ែដលេយើ ងងាយ្រសγលគណនាអាំងេត្រកាល។

ការគណនាៃផ្ទ្រកឡា

១. ៃផ្ទ្រកឡាេនពីេលើអ័ក្ស x

្របសិនេបើ អនុគមន៍ f(x) ស្ថិ តេ; ពីេលើ ឬ េស្មើ អ័ក្ស x

(f(x) ≥ 0) េ;េលើ ចេនា្ល ះ [a, b] េនាះៃផ្ទ ្រកឡា A គឺ៖

A =
∫ b

a

f(x) dx

x

y

0

y = f(x)

a b

A =
∫ b

a

f(x) dx

២. ៃផ្ទ្រកឡាេនពីេ្រកាមអ័ក្ស x

្របសិនេបើ អនុគមន៍ f(x) ស្ថិ តេ;ពីេ្រកាម ឬេស្មើ អ័ក្ស x

(f(x) ≤ 0) េ;េលើ ចេនា្ល ះ [a, b]

A = −
∫ b

a

f(x) dx =
∫ b

a

−f(x) dx

x

y

0
y = f(x)

a b

A =
∫ b

a

−f(x) dx

៣. ៃផ្ទ្រកឡារវាងែខ្សេកាងពីរ
េគ មាន មាន អនុគមន៍ ពីរ គឺ f(x) និង g(x) េហើ យ

f(x) ≥ g(x) េ;េលើ ចេនា្ល ះ [a, b] គឺ

A =
∫ b

a

[f(x) − g(x)] dx

x

y

0

y = f(x)
y = g(x)

a b

A =
∫ b

a

[f(x) − g(x)] dx

មាឌសលូតី

១. ជុំវិញអ័ក្ស Ox: V = π

∫ b

a

[f(x)]2 dx

y = f(x)

x

y

O a b

V = π
∫ b

a
[f(x)]2 dx

២. ជុំវិញអ័ក្ស Oy : V = π

∫ d

c

[g(y)]2 dy

x

y

O

c

d

x = g(y)

V = π
∫ d

c
[g(y)]2 dy

៣. របូមន្តមាឌសលូតីបរវិត្តន៍ខណ្ឌ េដាយែខ្សពីរ
ឧបមាថាេគមានអនុគមន៍ f និង g ជាអនុគមន៍ជាប់េលើ

ចេនា្ល ះ [a, b] ។ តាង D ជាៃផ្ទ ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប

តំណាង អនុគមន៍ ទាំងពីរ និង បនា្ទ ត់ ឈរ x = a និង
x = b ។

• ករណីវέលជុδ វέញអ័ក្សអាប់សីុស (ox) ៖

េបើ f(x) ≥ g(x) ≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a, b]
េនាះមាឌៃនសូលីតបរិវត្ត ន៍កំណត់េដាយការវέល

ជុδ វέញអ័ក្ស (ox) ៃនៃផ្ទ D គឺកំណត់េដាយរូបមន្ត ៖

V = π

∫ b

a

[
f(x)2 − g(x)2]

dx

f(x)

g(x)

x

y

O a b

• ករណីវέលជុδ វέញអ័ក្សអរេដាេន (oy) ៖

េបើ ៃផ្ទ រាប ខណ្ឌ េដាយ ្រកាប ៃន អនុគមន៍ x =
f(y) និង x = g(y) ្រពមទាំងបនា្ទ ត់េដក y = c

និង y = d េហើ យ f(y) ≥ g(y) ≥ 0 ចំេពាះ
្រគប់ y ∈ [c, d] េនាះ មាឌ ៃន សូលីត បរិវត្ត ន៍

កំណត់ េដាយ ការ វέល ជុδ វέញ អ័ក្ស (oy) គឺ កំណត់
េដាយរូបមន្ត ៖

V = π

∫ d

c

[
f(y)2 − g(y)2]

dy

f(x)
g(x)

y

x
O

c

d



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន សមីការឌីេផរង៉់ែស្យល Defferential Equation

េមេរៀនទី១៖ សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលដំាប់១

និយមន័យ

សមីការឌីេផរ៉ងζ ែស្យលលំដាប់ទី១ គឺជាសមីការ

ែដលទាក់ទងរវាងអេថរឯករាជ្យ x អនុគមន៍មិន

សា្គ ល់ y និងេដរីេវទី១របស់វា y′ ។

១.១ សមីការទ្រមង់ dy

dx
= f(x)

• រេបៀប េដាះ្រសាយ៖ េធ្វើ អាំងេត្រកាល េលើ អង្គ ទាំងពីរ

េធៀបនឹងអេថរ x។

ចេម្លើ យទូេͼ y =
∫

f(x)dx + c

១.២ សមីការែដលអាចែញកអេថរបាន

• ទ្រមងζ ទូេͼ៖ g(y) dy

dx
= f(x)

• រេបៀបេដាះ្រសាយ៖ េបាះអេថរ y េͼមួយចំេហៀង និង

x េͼមួយចំេហៀង រួចេធ្វើ អាំងេត្រកាល។

ចេម្លើ យទូេͼ
∫

g(y)dy =
∫

f(x)dx+c

១.៣ សមីការលេីនែអ៊រអូម៉ូែសន

• ទ្រមងζ ទូេͼ៖ ែផ្ន កខាងសា្ត ំេស្មើ សូន្យ y′ + ay = 0

ចេម្លើ យទូេͼ y = Ke−ax (K ជាចំនួនេថរ)

១.៤ សមីការលេីនែអ៊រមិនអូម៉ូែសន
ទ្រមងζ ទូេͼ៖

y′ + ay = p(x), p(x) ̸= 0

វិធីទី១៖ រកចេម្លើយទូេទ និងចេម្លើយពិេសស

• ចេម្លើ យទូេͼៃន y′ + ay = 0 តាងេដាយ yc

• ចេម្លើ យ ពិេសស ៃន y′ + ay = p(x) តាង
េដាយ yp

ចេម្លើ យទូេͼៃនសមីការ y′ + ay = p(x) គឺ

អនុគមន៍ y ែដល៖ y = yc + yp

វិធីទី២ វិធីបែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ៖

• រកចេម្លើ យទូេͼៃនសមីការ y′ + ay = 0 គឺ

y = Ae−ax

• ក្ន αងចេម្លើ យ y = Ae−ax ជδ នួសចំនួនេថរ A

េដាយអនុគមន៍ A(x)

• ពី y = A(x)e−ax ទាញរក y′ រួចយក y, y′

ជδ នួសក្ន αងសមីការេដើ ម

ចេម្លើ យទូេͼៃនសមីការ (E) គឺ

y = ce−ax + e−ax

∫
eaxp(x)dx

វέធីតាងចេម្លើ យពិេសស yP ៃន y′+ay = p (x)

• ករណី P (x) = anxn +...+a1x+a0 តាង

yp=Q (x)ជាពហុធាមានដΰ េ្រកដូច P (x)

• ករណី P (x) = k1 cos βx+k2 sin βx ្រតβវ

តាង yp = A cos βx + B sin βx

• ករណី P (x) = keαx

– េបើ α ̸= −a ្រតβវតាង yp = ceαx

– េបើ α = −a ្រតβវតាង yp = cxeαx

• ករណី P (x) =eαxg (x) ែដល g (x)ជាពហុធា

– េបើ α ̸= −a្រតβវតាង yp = eαxQ (x)

– េបើ α = −a ្រតβវតាង yp = xeαxQ (x)

• ករណី P (x) =eαx (k1 cos βx + k2 sin βx)

– េបើ α ̸= −a និង α = −a្រតβវតាង

yp = eαx (A cos βx + B sin βx)

េមេរៀនទី២៖ សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលដំាប់២

និយមន័យ

សមីការឌីេផរ៉ងζ ែស្យលលំដាប់ទី២ គឺជាសមីការ

ែដល ទាក់ទង រវាង អេថរ ឯករាជ្យ x អនុគមន៍

មិនសា្គ ល់ y និងេដរីេវទី១ y′ ្រពមទាំងេដរីេវ

ទី២របស់វា y′′ ។

២.១ សមីការលេីនែអ៊រអូម៉ូែសនេមគុណេថរ

• ទ្រមងζ ៖ ay′′ + by′ + cy = 0 (a ̸= 0, b, c ∈ R )

សមីការសមា្គ ល់

aλ2 + bλ + c = 0 (∆ = b2 − 4ac)

ចេម្លើ យៃនសមីការអូមូ៉ែសន (yc)

ចេម្លើ យទូេͼអា្រស័យេលើ ∆៖

• េបើ ∆ > 0 មានឫសពីរ λ1, λ2៖
y = Aeλ1x + Beλ2x

• េបើ ∆ = 0 មានឫសឌុប λ0៖
y = (Ax + B)eλ0x

• េបើ ∆ < 0 មានឫសកំុផ្លέ ច α ± iβ ៖
y = (A cos βx + B sin βx)eαx ែដល β > 0

២.២សមីការលេីនែអ៊រមិនអូម៉ូែសន

• ទ្រមងζ ទូេͼ៖ ay′′ + by′ + cy = P (x)

• ចេម្លើ យទូេͼ៖ ៖ y = yc + yp

• ការរកចេម្លើ យពិេសស (yp)៖ តាងតាមរាង P (x)

– េបើ P (x) ជាពហុធាដΰ េ្រក n =⇒ yp ្រតβវែតជា

ពហុធាដΰ េ្រក n ែដរ។

– េបើ P (x) = keαx េគតាង៖

* α មិនែមនឫសសមីការសមា្គ ល់៖ yp = Aeαx

* α ជាឫសែតមួយ៖ yp = Axeαx

* α ជាឫសឌុប៖ yp = Ax2eαx

– េបើ P (x) = k cos ωx ឬ k sin ωx េគតាង៖
yp = A cos ωx + B sin ωx



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន ្រប�បាបប៊ីលេីត Probability

រឭំក៖ វិភាគចមា្ល សន់ិងបន្ស ំ

• ហា្វ ក់តូែរ្យល (Factorial)៖ n! = n(n − 1) . . . 1

• ចមា្ល ស់ៃន n ធាតុ៖ Pn = n!

• ចមា្ល ស់រង្វ ងζ ៖ (n − 1)!

តេ្រមៀប និងចមា្ល ស់ P (n, r) = n!
(n − r)!

• ចមា្ល ស់្រចំែដល៖ nr

• ចមា្ល ស់ែបងែចកបាន
n!

n1!n2! . . . nr!

បន្សំ C(n, r) =
(

n

r

)
= n!

(n − r)!r!

• លក្ខ ណៈបន្សំ៖

(
n

r

)
=

(
n − 1
r − 1

)
+

(
n − 1

r

)

• ្រទឹស្ដី បទេទ្វ ធា៖ (x+y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k

• ចំនួនសំណំុរងទាំងអស់៖ 2n

េមេរៀនទី១៖ ្រប�បាបមានលក្ខខណ្ឌ
១.១ ការគណនា្រប�បាប

និយមន័យ

្របβបាបៃន្រពឹត្តិ ការណ៍ A គឺជាផលេធៀបរវាង

ចំនួនករណី្រសប និងចំនួនករណីអាចទាំងអស់
ក្ន αងលំហសំណាក S ។

រូបមន្ត ្របβបាប P (A) = n(A)
n(S)

• ស្វ័ យសត្យៃន្របβបាប៖

ក. 0 ≤ P (A) ≤ 1 ចំេពាះ្រគប់្រពឹត្តិ ការណ៍ A

ខ. P (S) = 1 (លំហសំណាក/្រពឹត្តិ ការណ៍្របាកដ)

គ. P (∅) = 0 (សំណំុទេទ/មិនអាចេកើ តមាន)

ឃ. េបើ A1, A2, . . . មិនចុះស្រមαងគា្ន ៖

P (∪∞
i=1Ai) =

∞∑
i=1

P (Ai)

• ្រពឹត្តិ ការណ៍បំេពញ៖ P (A) = 1 − P (A)

• ្របβបាបផលបូក្រពឹត្តិ ការណ៍៖

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B)

• េបើ A និង B មិនចុះស្រមαងគា្ន (A ∩ B = ∅)៖

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)

១.២ ្រប�បាបមានលក្ខខណ្ឌ

និយមន័យ

េបើ A និង B ជា្រពឹត្តិការណ៍ពីរក្ន αងលំហសំណាក

S ែដល P (B) ̸= 0 េនាះ្របβបាបមានលក្ខ ខណ្ឌ

ៃន A េដាយដί ងថា B បានេកើ តេឡើងរួចេហើ យ
កំណត់េដាយ៖

P (A|B) = P (A ∩ B)
P (B)

• វέធានផលគុណ៖ ែផ្អ កតាមរូបមន្ត ខាងេលើ េគអាចទាញ

រក្របβបាបៃន្រពឹត្តិ ការណ៍េកើ តេឡើង្រពមគា្ន បាន៖

P (A ∩ B) = P (B) × P (A|B)

១.៣ ្រពឹត្តិការណ៍ទាក់ទង និងមិនទាក់ទងគា្ន

• ្រពឹត្តិ ការណ៍ មិន អា្រស័យ (មិន ទាក់ទងគា្ន )៖ គឺជា ្រពឹត្តិ

ការណ៍ែដលការេកើ តេឡើងៃន្រពឹត្តិ ការណ៍មួយមិនមាន

ឥទ្ធិ ពលដល់្របβបាបៃន្រពឹត្តិ ការណ៍មួយេទៀត។

លក្ខ ខណ្ឌ មិនអា្រស័យ

P (A ∩ B) = P (A) × P (B)

• ្រពឹត្តិ ការណ៍អា្រស័យ (ទាក់ទងគា្ន )៖ កាលណា

P (A ∩ B) ̸= P (A) × P (B)

រូបមន្ត កាត់ និងែប៊រនូយី

• P (A ∩ B) = P (A) − P (A ∩ B)

• P (A ∩ B) = P (A ∪ B) = 1 − P (A ∪ B)

• វέΧ̐សាែប៊រនូយី៖ ្របβបាបេជាគជλ យ k ដង ក្ន αង

ការសាកល្បង n ដងគឺ៖

P (X = k) =
(

n

k

)
pkqn−k (ែដល q = 1 − p)

េមេរៀនទី២៖ ្រទឹស្ដបីទៃបេយស
២.១ របូមន្ត្រប�បាបសរបុ

• បំែណងែចកលំហសំណាក៖ ្រពឹត្តិ ការណ៍
A1, A2, . . . , An

ែដលផា្ត ច់គា្ន ពីរៗ េហើ យមានផលបូកេស្មើ នឹង
លំហសំណាកសរុប។

• ករណី្រពឹត្តិ ការណ៍២ទូេͼ (F, F c)៖
P (E) = P (E|F )P (F )+P (E|F c)P (F c)

រូបមន្ត ្របβបាបសរុប

េបើ ្រពឹត្តិ ការណ៍ B េកើ តេឡើងក្ន αងបំែណងែចក

Ai េនាះ៖ P (B) =
n∑

i=1
P (B|Ai)P (Ai)

២.២ ្រទឹស្ដបីទៃបេយស

្រទឹស្ដី បទៃបេយស

េ្របើ ស្រមាប់គណនា្របβបាបេដើ មវέញ (្រតលប់

េ្រកាយ) េ;េពលដί ងលទ្ធ ផល B ៖

P (Ak|B) = P (B|Ak)P (Ak)∑n
i=1 P (B|Ai)P (Ai)

ចំណាំបែន្ថ ម

• គំនូសបំ្រពγញែមកធាង (Tree Diagram)៖

– ផលបូក្របβបាបតាមែខ្ន ងេចញពីគល់

ែតមួយ ្រតβវែតេស្មើ 1 ។

– ្របβបាបៃន្រពឹត្តិ ការណ៍ចុងែខ្ន ង គឺជា

ផលគុណ ៃន្របβបាបតាមែខ្ន ងេនាះ ។

Ac

BcP (B
c|Ac)

BP (B|Ac)
P (A

c)

A

BcP (B
c|A)

BP (B|A)

P (A)



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន េកានិក Connic Section

េមេរៀនទី១៖ ប៉ារ៉ាបូល

x

y

∆
V

F (កំណំុ) P (x, y)

H
និយមន័យ

ប៉ារ៉ាបូលគឺជាសំណំុចំណុច P (x, y) េ;ក្ន αងប្ល ងζ

ែដល មាន ចមា្ង យ េស្មើ ពី ចំណុច នឹង F (Focus)

មួយេͼនិងបនា្ទ ត់នឹង ∆ មួយ (Directrix) ។

• F (Focus) េនាះេ΋ថា កំណំុ

• បនា្ទ ត់នឹង ∆ េ΋ថា បនា្ទ ត់្របាប់ទិស

• បនា្ទ ត់ែដលកាត់តាមកំណំុេហើ យែកងនឹងបនា្ទ ត់

្របាប់ទិសេ΋ថា អ័ក្សឆ្ល αះ ៃនប៉ារ៉ាបូល។

• V ជាចំណុចកណា្ត លែដលភា្ជ ប់រវាងកំណំុ F

និងបនា្ទ ត់្របាប់ទិស ∆។

• ្រគប់ ចំណុច P (x, y) ស្ថិ តេ; េលើ ប៉ា រ៉ា បូល

មានកំណំុ F និងបនា្ទ ត់្របាបទិស ∆ េគបាន
MF = d(M, ∆)។

បនា្ទ ត់្របាប់ទិស

អ័ក្សឆ្ល αះ

បនា្ទ ត់្របាប់ទិស

អ័ក្សឆ្ល αះ

១. សមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូល (អ័ក្សឆ្លុះឈរ)

ក. ទ្រមងζ x2 = 4py (កំពូលេ; (0, 0))

លក្ខ ណៈ/សមីការ x2 = 4py

អ័ក្សឆ្ល αះ x = 0 (អ័ក្ស y)

កំពូល (Vertex) (0, 0)

កំណំុ (Focus) (0, p)

បនា្ទ ត់្របាប់ទិស y = −p

ទិសេ͵េបើ ក េលើ (p > 0) / េ្រកាម (p < 0)

−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

p > 0 (េបើ កេលើ )

(0, 0)

្រកាបទូេͼៃនប៉ារ៉ាបូល x2 = 4py

−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

p < 0 (េបើ កេ្រកាម)

(0, 0)

្រកាបទូេͼៃនប៉ារ៉ាបូល x2 = 4py

ខ. ទ្រមងζ (x − h)2 = 4p(y − k) (កំពូល (h, k))

លក្ខ ណៈ/សមីការ (x − h)2 = 4p(y − k)

អ័ក្សឆ្ល αះ (Symetry) x = h

កំពូល (Vertex) (h, k)

កំណំុ (Focus) (h, k + p)

បនា្ទ ត់្របាប់ទិស y = k − p

ទិសេ͵េបើ ក េលើ (p > 0) / េ្រកាម (p < 0)

x

y x = h

y = k − pV

F
េបើ កេͼេលើ

x

y x = h
y = k − pV

F

េបើ កេͼេ្រកាម

២. សមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូល (អ័ក្សឆ្លុះេដក)

ក. ទ្រមងζ y2 = 4px (កំពូលេ;គល់ត្រមαយ (0, 0))

លក្ខ ណៈ/សមីការ y2 = 4px

អ័ក្សឆ្ល αះ y = 0 (អ័ក្ស (Ox))

កំពូល (Vertex) (0, 0)

កំណំុ (Focus) (p, 0)

បនា្ទ ត់្របាប់ទិស x = −p

ទិសេ͵េបើ ក សា្ត ំ (p > 0) / េឆ្វ ង (p < 0)

−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

p > 0 (េបើ កសា្ត ំ)

(0, 0)
x

y

្រកាបទូេͼៃនប៉ារ៉ាបូល y2 = 4px

−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

p < 0 (េបើ កេឆ្វ ង)

(0, 0)
x

y

្រកាបទូេͼៃនប៉ារ៉ាបូល y2 = 4px

ខ. ទ្រមងζ (y − k)2 = 4p(x − h) (កំពូលេ; (h, k))

លក្ខ ណៈ/សមីការ (y − k)2 = 4p(x − h)

អ័ក្សឆ្ល αះ y = k

កំពូល (Vertex) (h, k)

កំណំុ (Focus) (h + p, k)

បនា្ទ ត់្របាប់ទិស x = h − p

ទិសេ͵េបើ ក សា្ត ំ (p > 0) / េឆ្វ ង (p < 0)

x

y

1 2 3 44

1

2

3

4

y = k

x = h − p

V

F

េបើ កេͼសា្ត ំ

x

y

1 2 3 4−1

1

2

3

4

y = k

x = h − p

V

F
េបើ កេͼេឆ្វ ង (p < 0)

សមីការទូេទៃនប៉ារ៉ាបូល

• អ័ក្សឆ្ល αះឈរ y = ax2 + bx + c (a ̸= 0)

ឬទ្រមងζ មΒ៉ងេទៀត៖

Ax2+Dx+Ey+F = 0 (A ̸= 0, E ̸= 0)

• អ័ក្សឆ្ល αះេដ x = ay2 + by + c (a ̸= 0) ឬ

ទ្រមងζ មΒ៉ងេទៀត៖

Cy2+Dx+Ey+F = 0 (C ̸= 0, D ̸= 0)

វិធីសង់្រកាបប៉ារ៉ាបូល

េ͵កំពូល → េ͵កំណំុ→ េមើ លសΧ̐កំណត់

ទិសេបើ ក (P )→ គូសបនា្ទ ត់្របាប់ទិស → រក

ចំណុចកាត់អ័ក្ស → គូសភា្ជ ប់!

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះៃនប៉ារ៉ាបូល

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង្រតងζ ចំណុច M(x0, y0)

y − y0 = y
′(x0)(x − x0)

ជδ ហានក្ន αងការអនុវត្ត ៖

1. រកកូអរេដាេនចំណុចប៉ះ (x0, y0) ៖ េបើ េគ្របាប់ែត x0 ្រតβវយកវា

េͼជδ នួសក្ន αងសមីការប៉ារ៉ាបូលេដើ ម្បីរក y0 ។

2. គណនាេដរីេវ y
′ ៖ េធ្វើ េដរីេវៃនអនុគមន៍ y ។

3. រកេមគុណ្របាប់ទិស m ៖ យកតៃម្ល x0 េͼជδ នួសក្ន αងេដរីេវ េដើ ម្បរីក

m = y
′(x0) ។

4. សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ ជδ នួសតៃម្ល x0, y0, និង m ចូលក្ន αងរូបមន្ត

រួចពនា្ល តជាការេ្រសច។



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន េកានិក Connic Section

េអលបី

I

F2F1

V2V1

P

d 1 d2

លក្ខ ខណ្ឌ ៖ d1 + d2 = 2a

េអលីប គឺជា គន្ល ងៃនសំណំុចំណុចទាំងអស់ (P )

េ; េលើ ប្ល ងζ មួយ ែដល ផលបូក ៃន ចមា្ង យ ពី

ចំណុច P េនាះេͼកាន់ ចំណុចេថរពីរ (េ΋ថា

កំណំុ) គឺមាន តៃម្ល េថរ។

PF1 + PF2 = តៃម្ល េថរ = 2a

ធាតុសខំាន់ៗៃនេអលបី

ធាតុ និយមន័យ

ផ្ចέ ត
ចំណុចកណា្ត លៃនអ័ក្សធំ និងអ័ក្សតូច

ឬ កំពូលទាំងពីរ ឬ កំណំុទាំងពីរ។

កំពូល ចំណុចកាត់ៃនអ័ក្សធំ និងេអលីប។

កំណំុ
ចំណុច េថរ ទាំងពីរ (តាង េដាយ F1

និង F2) ែដលស្ថិ តេ;ខាងក្ន αង

អ័ក្សធំ
អ័ក្ស ធំ អង្ក ត់ ែដល ឆ្ល ងកាត់ ផ្ចέ ត មាន

្របែវងេស្មើ [V1V1] = 2a។

អ័ក្សតូច
អ័ក្ស តូច ជា អ័ក្ស ែដលកាត់ ែកង នឹង

អ័ក្សធំ្រតងζ ផ្ចέ តៃនចំណុចកណា្ត ល។

សមីការស្ត ងζ ដារៃនេអលីបមានពីរទ្រមងζ េដាយែផ្អ កេលើ

ទិសេ͵ៃនអ័ក្សធំ (Major Axis) របស់វា។

លក្ខ ខណ្ឌ គឺ a > b > 0 និង c2 = a2 − b2។

សមីការស្តង់ដារៃនេអលបី ផ្ចិត(0, 0)

1. េអលីបេដក (អ័ក្សធំ្រសបអ័ក្ស x)៖
x2

a2 + y2

b2 = 1

• ផ្ចέ ត (Center): I(0, 0)
• កំពូល (Vertices): V(±a, 0)

• ផ្ចέ ត (Foci): F(±c, 0)
• កំពូលអ័ក្សតូច៖ F(0, ±b)
• ្របែវងអ័ក្សធំ = 2a ; អ័ក្សតូច = 2b

x

y

O V2(a, 0)V1(−a, 0)

B2(0, b)

B1(0, −b)

F2(c, 0)F1(−c, 0)

2. េអលីបឈរ (អ័ក្សធំ្រសបអ័ក្ស y):
x2

b2 + y2

a2 = 1

• ផ្ចέ ត (Center): I(h, k)
• កំពូល (Vertices): V(h, k ± a)

• ផ្ចέ ត (Foci): F(h, k ± c)
• កំពូលអ័ក្សតូច៖ F(h ± b, k)
• ្របែវងអ័ក្សធំ = 2a ; អ័ក្សតូច = 2b

x

y

O

V2(0, a)

V1(0, −a)

B2(b, 0)B1(−b, 0)

F2(0, c)

F1(0, −c)

សមីការស្តង់ដារៃនេអលបី ផ្ចិត(h, k)

1. េអលីេដក:
(x − h)2

a2 + (y − k)2

b2 = 1

• ផ្ចέ ត (Center): I(h, k)
• កំពូល (Vertices): V(h ± a, k)

• ផ្ចέ ត (Foci): F(h ± c, k)
• កំពូលអ័ក្សតូច៖ B(h, k ± b)
• ្របែវងអ័ក្សធំ = 2a ; អ័ក្សតូច = 2b

x

y

I(h, k) V2(h + a, k)V1(h − a, k)

B1

B2

F2(h + c, k)F1(h − c, k)

2. េអលីបឈរ:
(x − h)2

b2 + (y − k)2

a2 = 1

• ផ្ចέ ត (Center): I(h, k)
• កំពូល (Vertices): V(h, k ± a)

• ផ្ចέ ត (Foci): F(h, k ± c)
• កំពូលអ័ក្សតូច៖ B(h ± b, k)
• ្របែវងអ័ក្សធំ = 2a ; អ័ក្សតូច = 2b

x

y

I(h, k)

V2(h + a, k)

V1(h − a, k)

B1 B2

F2(h + c, k)

F1(h − c, k)

ទ្រមង់សមីការទូេទ (General Form)

សមីការទូេͼ

សមីការដΰ េ្រកទី២ ែដលមានពីរអេថរ x និង y

ជាសមីការទូេͼៃនេអលីប លុះ្រតាែតវាស្ថិ ត
ក្ន αងទ្រមងζ ៖

Ax2 + By2 + Cx + Dy + E = 0

• A និង B ្រតβវមានសΧ̐ដូចគា្ន (A · B > 0)

• A ̸= B (េ្រពាះេបើ A = B វានឹងកា្ល យជា

សមីការរង្វ ងζ )

វិធីសង់្រកាបេអលបី

េ͵ផ្ចέ ត → រាប់ចមា្ង យ a និង b យកចំណុច

ទាំង៤ → គូសរង្វ ងζ សំែប៉ត!

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងេអលបី

ករណីផ្ចέ ត C(0, 0):

• អ័ក្សធំេដក:
xx0

a2 + yy0

b2 = 1

• អ័ក្សធំឈរ:
xx0

b2 + yy0

a2 = 1

ករណីផ្ចέ ត C(h, k):

• អ័ក្សធំេដក: (x − h)(x0 − h)
a2 +

(y − k)(y0 − k)
b2 = 1

• អ័ក្សធំឈរ: (x − h)(x0 − h)
b2 +

(y − k)(y0 − k)
a2 = 1



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន េកានិក Connic Section

េមេរៀនទី៣៖ អុីែពបូល Hyperbola

១. និយមន័យ (Definition) អីុែពបូល គឺជាសំ

នំុៃនចំនុច P (x, y) េ;ក្ន αងប្ល ងζ ែដលផលដក

ដាច់ខាតៃនចមា្ង យពីចំនុច P េͼកាន់ចំនុចនឹង

ពីរ (កំណំុ F1 និង F2) មានតៃម្ល េថរជានិច្ច :

|PF1 − PF2| = 2a

F2

P F2
P

P F1
F1

IV2 V1

a a

២. ធាតុសខំាន់ៗ

• ••F2

•P

•F1

IV2 V1

អ័ក្សឆា្ល ស់

អ័ក្សទទឹង

a a

c c

• ផ្ចέ ត (Center): I(h, k)

• កំពូល (Vertices): ចមា្ង យ a ពីផ្ចέ ត តាង
េដាយ V

• កំណំុ (Foci): មានចមា្ង យ c ពីផ្ចέ ត តាង
េដាយ F

• ទំនាក់ទំនង a, b និង c គឺ c2 = a2 + b2

• c > 0; c > b, c > bនិង e = c

a
> 1

៣. សមីការស្តង់ដារ (Standard Equations)
ក. ផ្ចិតេន I(0, 0) “ អ្នកេលើ a ែ្រប្រប�ល ”

1. អ័ក្សទទឹងេដក:
x2

a2 − y2

b2 = 1

• ផ្ចέ ត: I(0, 0)

• កំពូល: (±a, 0)

• កំណំុ: (±c, 0)

• អាសីុមតូត: y = ± b

a
x

y

x
I

V2(−a, 0) V1(a, 0)

F2(−c, 0) F1(c, 0)

y = −
b

a
xy =

b

a
x

2. អ័ក្សទទឹងឈរ
y2

a2 − x2

b2 = 1

• ផ្ចέ ត: I(0, 0)

• កំពូល: (0, ±c)

• កំណំុ: (0, ±a)

• អាសីុមតូត: y = ±a

b
x

y

x

V1(0, a)

V2(0, −a)

I

F1(0, c)

F2(0, −c)

y =
a

b
x

y = −
a

b
x

៣. សមីការស្តង់ដារ (Standard Equations)

ខ. ផ្ចិតេនV (h, k) “ អ្នកេលើa ែ្រប្រប�ល”

1. អ័ក្សទទឹងេដក
(x − h)2

a2 − (y − k)2

b2 = 1

• ផ្ចέ ត: I(h, k)

• កំពូល: (h ± a, 0)

• កំណំុ: (k ± c, 0)

• អាសីុមតូត: y − k = ± b

a
(x − h)

y

x
O

V2 V1

F2 F1

y = −
b

a
(x − h) + k

y =
b

a
(x − h) + k

I

2. អ័ក្សទទឹងឈរ
(y − k)2

a2 − (x − h)2

b2 = 1

• ផ្ចέ ត: I(h, k)

• កំពូល: (h, k ± a)

• កំណំុ: (h, k ± c)

• អាសីុមតូត: y − k = ±a

b
(x − h)

x

y

V1(h, k + a)

V2(h, k − a)

I(h, k)

F1(h, k + c)

F2(h, k − c)

y =
a

b
(x − h) + k

y = −
a

b
(x − h) + k

៤. ទ្រមង់សមីការទូេទ (General Form)

សមីការទូេͼ

សមីការដΰ េ្រកទី២ ែដលមានពីរអេថររវាង x និង

y គឺជាសមីការទូេͼៃនអីុែពបូល លុះ្រតាែតវា

ស្ថិ តក្ន αងទ្រមងζ ៖

Ax2 + By2 + Cx + Dy + E = 0

លក្ខ ខណ្ឌ ដាច់ខាត៖ េមគុណ A និង B ្រតβវមាន

សΧ̐ផ្ទ αយគា្ន ជានិច្ច (A · B < 0)។

៥. វិធីសមា្គ លរ់បូរាងអុីែពបូលពីសមីការទូេទ

សមីការទូេͼ

• េបើ A > 0 និង B < 0 (តួ x2 វέជ្ជ មាន)៖ អីុែព

បូលមាន អ័ក្សទទឹងេដក (្រសបអ័ក្ស x)។

• េបើ A < 0 និង B > 0 (តួ y2 វέជ្ជ មាន)៖ អីុែព

បូលមាន អ័ក្សទទឹងឈរ (្រសបអ័ក្ស y)។

៦., វិធីសង់្រកាបអុីែពបូល

េ͵ផ្ចέ តនិងកំពូល → គូសចតុេកាណែកង្រពាង

→ គូសបនា្ទ ត់ ែខ្វ ង (អា សីុ មតូ ត) → គូស

ែខ្សេកាងេអាបអាសីុមតូត!



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន វុិចទ័រក្នងុលហំ Vector Space

េមេរៀនទី១៖ វុិចទ័រក្នងុលហំ

១.១ កអូរេដាេន និងណមៃនវុិចទ័រ

រូបមន្ត សំខាន់

េបើ A(xA, yA, zA) និង B(xB , yB , zB)
េនាះ តាង ∆x = xB −xA, ∆y = yB −yA,
∆z = zB − zA។

•
−−→
AB = (∆x, ∆y, ∆z)

• |−−→AB| =
√

(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2

១.២ ផលគុណសា្ក ែលៃនពីរវុិចទ័រ

ផលគុណសា្ក ែល

េបើ u⃗ = (a, b, c) និង v⃗ = (x, y, z) េនាះ

u⃗ · v⃗ = ax + by + cz = |u⃗| |v⃗| cos θ

េហើ យ u⃗ ⊥ v⃗ ⇐⇒ u⃗ · v⃗ = 0។

u⃗v⃗
θ

១.៣ ផលគុណែខ្វងៃនពីរវុិចទ័រ
េបើ u⃗ = (a1, b1, c1) និង v⃗ = (a2, b2, c2)∣∣∣∣∣∣

i⃗ j⃗ k⃗
a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ =⃗i

∣∣∣∣b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣ j⃗+k⃗

∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣
=(b1c2 − b2c1)⃗i−(a1c2−a2c1)⃗j+(b2a1−a2b1)k⃗

និង |u⃗ × v⃗| = |u⃗| |v⃗| sin θ។

u⃗ × v⃗

0

v⃗

u⃗

θ
h

• u⃗ × v⃗ = −(v⃗ × u⃗)

• u⃗ × (v⃗ + w⃗) = u⃗ × v⃗ + u⃗ × w⃗

• k(u⃗ × v⃗) = (ku⃗) × v⃗ = u⃗ × (kv⃗)

• u⃗ × 0⃗ = 0⃗ និង u⃗ × u⃗ = 0⃗

• េបើ u⃗ × v⃗ = 0⃗ េនាះ u⃗||v⃗

១.៤ ផលគុណច្រម�ះ ៃផ្ទ្រកឡានិង មាឌ

• S = |−→u × −→v |ជា ៃផ្ទ ្រកឡា ្របេលឡβ្រកាម ែដល ផ្គ αំ

េដាយវុέចទ័រ−→u និង−→v

 
A

B C

D

• S = 1
2

|−→u × −→v | ជា ៃផ្ទ ្រកឡា ្រតីេកាណ ែដល ផ្គ αំ

េដាយវុέចទ័រ −→u និង−→v

 B C

A

H

S = 1
2

|−→
AE × −→

AC|

= 1
2

∣∣∣−−→BA × −−→
BC

∣∣∣
= 1

2

∣∣∣−→
CA × −−→

CB
∣∣∣

• មាឌ្របេលពីែប៉ត V = |−→u .(−→v × −→w )|

A

D

C
B

−→u =
−−→
AB × −→

AC−→u
V = (

−−→
AB × −→

AC).
−−→
AD

• មាឌចតុមុខ = 1
6

ៃនមាឌ្របេលពីែប៉ត (ចតុមុខ ពីរ៉ាមីត

និយ័ត េត្រតាែអត)

D

A C

B

V = 1
6

∣∣∣(−−→AB × −→
AC).

−−→
AD

∣∣∣
V = 1

3
SABC × h (h ជាកម្ព ស់)

លក្ខ ណៈ

• េបើ
−−→
AB × −→

AC = 0⃗ េនាះបីចំណុច A, B, C

1. រត់មិន្រតងζ ជួរគា្ន

2. មិនស្ថិ តេ;េលើ បនា្ទ ត់ែតមួយ

3. បេង្កើ តបានប្ល ងζ មួយ

4. ជាកំពូលៃន្រតីេកាណមួយ។

• េបើ
−−→
AB.(

−→
AC × −−→

AD) ̸= 0 េនាះ េគ ថា
បួនចំណុច A, B, C និង D មិនស្ថិ តក្ន αងប្ល ងζ

ែតមួយ។

េមេរៀនទី២៖ បនា្ទ ត់ ប្លង់ និងែស្វ៊

២.១ សមីការបនា្ទ ត់ក្នងុលហំ

បនា្ទ ត់កាត់តាមចំណុច P (x0, y0, z0)

េបើបនា្ទ ត់ L ្រសបនឹងវុέចទ័រ u⃗ = (a, b, c) េនាះ
x = x0 + at

y = y0 + bt

z = z0 + ct

េបើ abc ̸= 0 េនាះសមីការឆ្ល αះកំណត់េដាយ៖

x − x0

a
= y − y0

b
= z − z0

c

២.២ ចមា្ង យពីចំណុចេទបនា្ទ ត់

រូបមន្ត ចមា្ង យ

េបើ P ជាចំណុចមួយេលើ L និង u⃗ ជាវុέចទ័រ្របាប់

ទិសៃន L េនាះ

d(M, L) = |−−→
PM × u⃗|

|u⃗|

(L)

M

P
u⃗



របូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយរបូមន្តសេង្ខប គណិតវិទយ
េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)េរៀបចំេដាយ៖ ្រគ�បេ្រងៀនៃនសាលាេរៀនជំនាន់ថ្មី (NGS)

ថា្ន ក់ទី ១២

េមេរៀន វុិចទ័រក្នងុលហំ Vector Space

េមេរៀនទី១៖ វុិចទ័រក្នងុលហំ
២.៣ សមីការប្លង់ និងចមា្ង យពីចំណុចេទប្លង់

ប្ល ងζ មានវុέចទ័រណរម៉ាល់ n⃗ = (a, b, c)

េបើ ប្ល ងζ (α) កាត់តាម P (x0, y0, z0) េនាះ

a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

សមីការទូេͼ៖ ax + by + cz + d = 0។

d(M, α) = |axM + byM + czM + d|√
a2 + b2 + c2

x

y

z

0

M(xM , yM , zM )

x0

y0

z0

P

α
P0

n⃗

២.៤ មុំរវាងប្លង់ពីរ

រូបមន្ត មំុ

េបើ ប្ល ងζ ពីរមានវុέចទ័រណរម៉ាល់ n⃗1 និង n⃗2 េនាះ

cos θ = |n⃗1 · n⃗2|
|n⃗1| |n⃗2|

n⃗1n⃗2

α1α2

θ

២.៥ សមីការែស្វ៊

y

z

x

(a, b, c)
• R

េបើ ែស៊្វ រ(S) មានផ្ចέ ត I = (a, b, c) និងកាំ R េនាះ:

• សមីការស្ត ងζ ដា

(S) : (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2

• សមីការទូេͼ

(S) : x2+y2+z2+Ax+By+Cz+D = 0

• េបើ ែស៊្វ រ (S) មានអង្ក ត់ផ្ចέ ត [AB] េនាះ (S) មាន

ផ្ចέ ត I =
(

xA + yA

2
,

yA + yB

2
,

zA + zB

2

)
និងមានកាំ R = 1

2
AB

ទីតាងំរវាងែស្វ៊ (S) និងប្លង់ (P )

េបើ ែស៊្វ រ (S) មានផ្ចέ ត I(x0, y0, z0) និងកាំ R និងប្ល ងζ
(α) : ax + by + cz + d = 0

• េបើ d(I, α) > R េនាះប្ល ងζ α មិនកាត់ែស្វ៊ េទ។

• េបើ d(I, α) = R េនាះប្ល ងζ α ប៉ះែស្វ៊ ្រតងζ មួយចំណុច។

• េបើ d(I, α) < R េនាះប្ល ងζ α កាត់ែស្វ៊ បានរង្វ ងζ មួយ។

P
•I

R
⊐

α
រូប១

P
•I

R
⊐

α
រូប២

P

•I
R

⊐

α
រូប៣

៣.១ ្របេភទ្រតីេកាណ
្រតីេកាណែកង

• វέធីទី១៖ −−→
AB · −→

AC = 0 (⊥ A)

• វέធីទី២៖ ្រទឹស្តី បទពីតាគ័រ:

BC
2 = AC

2 + AB
2

A B

C

្រតីេកាណែកង

្រតីេកាណសមបាត

• គណនា |−−→AB|, |−−→BC|, |−→
AC|

• មាន្របែវងពីរេស្នើ គា្ន ។
A B

C

្រតីេកាណសមបាត

្រតីេកាណែកងសមបាត

• បងា្ហ ញ្រជαងពីរេស្មើ គា្ន

• បងា្ហ ញថាមានមំុែកងមួយ 
A B

C

្រតីេកាណែកងសមបាត

្រតីេកាណសម័ង្ស

• គណនា្របែវង្រជαងទាំងបី

• |−−→AB| = |−−→BC| = |−→
AC|

• វέធីទី២៖ រកមំុទាំងបីឲ្យមានរងា្វ ស់

េស្មើ 60◦ ដូចគា្ន ។

A B

C

្រតីេកាណសម័ង្ស

៣.២ ្របេភទចតុេកាណ
្របេលឡ្ូរកាម

• រក −−→
AB,

−−→
DC និង

−−→
AD,

−−→
BC

• វុέចទ័រេស្មើ គា្ន
−−→
AB=

−−→
DCនិង

−−→
AD=

−−→
BC

A B

CD

្របេលឡβ្រកាម

ចតុេកាណែកង
• ជា្របេលឡβ្រកាម (

−−→
AB =

−−→
DC)

• និុងមានមំុែកងមួយ៖
−−→
AB · −−→

AD = 0 A B

CD

ចតុេកាណែកង

កាេរ

• ជា្របេលឡβ្រកាម
−−→
AB =

−−→
DC

• ្រជαងជាប់គា្ន េស្មើ គា្ន |−−→AB| = |−−→AD|

• មានមំុែកងមួយ៖
−−→
AB · −−→

AD = 0

• ( សិស្សអាចបងា្ហ ញ្រជαងទាំង ៤ េស្មើ គា្ន និង មាន

មំុែកងមួយ )

A B

CD

កាេរ

ចតុេកាណេស្មើ
• ្រជαងទាំងបួនមាន្របែវងេស្មើ គា្ន ៖

|−−→AB| = |−−→BC| = |−−→CD| = |−−→DA|

• ឬបងា្ហ ញថាអង្ក ត់្រទβងទាំងពីរែកងគា្ន ៖

−→
AC · −−→

BD = 0

A

B

C

D

ចតុេកាណេស្មើ

២.៦ ចមា្ង យរវាងបនា្ទ ត់ពីរ
រូបមន្ត ចមា្ង យ

បនា្ទ ត់ L1 កាត់តាម M1 មានទិស u⃗1 និង L2

កាត់តាម M2 មានទិស u⃗2។

• េបើ បនា្ទ ត់្រសបគា្ន ៖

d(L1, L2) = |−−−−→
M1M2 × u⃗1|

|u⃗1|

• េបើ បនា្ទ ត់មិន្រសបគា្ន

d(L1, L2)= |−−−−→
M1M2 · (u⃗1×u⃗2)|

|u⃗1 × u⃗2|


